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کنید. مطرح کوئرا سامانه در را تمرین این درمورد خود پرسش های .۱

جداگانه بەصورت عمل و تئوری تمارین برای مقدار این کنید. استفاده تاخیر روز ۱۶ از م توانید نیم سال طول در مجموع در شما تاخیر: با ارسال سیاست .۲
م شوند. گرد بالا به و شده محاسبه ساعت مقیاس با تاخیرها م شود. حساب

مشورت ر ی دی با کل ایدەی آوردن بەدست یا و ابهام رفع برای تمارین حل در م توانند دانشجویان تمارین: کردن حل در دانشجویان مشارکت سیاست .۳
آوردن بەدست اما شود. یادگیری تقویت موجب م تواند گروه کار و هم فکری که چرا م باشد؛ درس ارائەی تیم تشویق و تایید مورد کار این کنند. همفکری و
ذکر را کردید همفکری آن ها با که افرادی نام خود ارسال پاسخ های انتهای در حتما شود. انجام دانشجو خود توسط تماما باید پاسخ نگارش و راەحل جزئیات

کنید.

۱



۱۴۰۳ اردیبهشت ۲ تحویل: تاریخ نمره) ۱۰۰) تئوری سوالات

کنید. مشخص دلیل ذکر با را زیر های گزاره ی هر نادرست یا درست نمره) ۱۵) ۱ پرسش

هستند. خط مستقل هم بر عمود بردار دو (آ)

هستند. عمود هم بر v و u های بردار آنگاه ∥u∥۲
+ ∥v∥۲

= ∥u− v∥۲ اگر (ب)
است. u = v پس ⟨u, v⟩ = ۱ و ∥u∥ = ∥v∥ = ۱ که هستند طوری به u, v ∈ V کنید فرض (ج)

پاسخ

u =⟩۰⟩then⟩⟨u, v⟩⟩ =⟩۰ زیرا هستند خط وابسته ری دی بردار هر و صفر بردار اما است عمود برداری هر بر صفر بردار نادرست. (آ)
زیرا است درست (ب)

{||u− v||}۲ = ⟨u− v, u− v⟩ = ⟨u, u⟩ − ⟨u, v⟩ − ⟨v, u⟩ + ⟨v, v⟩
= ||u||۲ + ||v||۲ − ۲⟨u, v⟩ = {∥u∥}۲ + {∥v∥}۲

عمودند. هم بر بردار دو این و ⟨u, v⟩ = ۰ که یریم می نتیجه پس
زیرا است درست (ج)

||u− v||۲ = ⟨u− v, u− v⟩ = ⟨u, u⟩ − ⟨u, v⟩ − ⟨v, u⟩ + ⟨v, v⟩ = ۰

u = v = ۱ میدهد نتیجه که

کنید. پیدا ⅿ و n حسب بر I برای بالا کران ی f(x), g(x) تابع دو برای داخل ضرب تعریف به توجه با نمره) ۱۵) ۲ پرسش

⟨f(x), g(x)⟩ =
∫ ۱

۰
f(x).g(x) dx

I =

∫ ۱

۰

n
√
xemx dx n,m ∈ N

I = ⟨f(x), g(x)⟩ داریم آنگاه f(x) = x

۱
n , g(x) = e

m

n
x

کنیم فرض اگر پاسخ

داریم: شوارتز کوش نامساوی اساس بر طرف از
I۲ ≤ ⟨f(x), f(x)⟩.⟨g(x), g(x)⟩
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∫ ۱
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∫ ۱
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فقط w ∈ V دلخواه بردار ازای به .۱
۲
(u+ v) ∈ C داریم u, v ∈ C هر ازای به که ویژگ این با است V از زیرفضا ی Ⅽ کنید فرض نمره) ۲۰) ۳ پرسش

∀v ∈ C; ∥w − u∥ ≤ ∥w − v∥ که طوری به دارد وجود u ی حداکثر ر، دی عبارت به دارد. وجود Ⅽ درون آن به بردار ترین نزدی ی
||w − x|| = ||w − y|| پس دارند وجود ویژگ این با x ̸= y بردار دو که کنیم م فرض خلف برهان با پاسخ

۲



نسبت بیشتری فاصله باید بردار این بودند، ترین نزدی y و x های بردار که آنجایی از دارد. قرار Ⅽ درون نیز ۱
۲
(x + y) بردار سوال صورت فرض طبق

باشد. داشته w تا آنها به

||w − ۱
۲
(x+ y)||

۲
= ||۱

۲
(w − x) +

۱
۲
(w − y)||

۲

=
||w − x||۲

۲
+

||w − y||۲

۲
− ||x− y||۲

۴

= ||w − x||۲ − ||x− y||۲

۴
≤ ||w − x||۲

وجود w به ترین نزدی بردار ی از بیشتر نمیتواند و بوده اشتباه فرض پس است. تر نزدی w به y و x از شده، انجام فرض خلاف بر بردار این که میبینیم
باشد. داشته

صفر بردار ی حداقل آنها، روی اشمیت گرام پروسه اجرای با اگر تنها و اگر هستند خط وابسته v۱, ... , vm های بردار دهید نشان نمره) ۲۵) ۴ پرسش
∃ i s.t. qi = ۰ داریم آنگاه شوند، تولید q۱, ... , qm های بردار ترتیب به پروسه این اجرای با اگر ر دی عبارت به شود. تولید

هستند. خط وابسته ها بردار باشیم، داشته صفر با برابر qi ی اگر که دهیم م نشان ابتدا پاسخ

است. خط وابسته پس دارد صفر بردار ی فقط ما مجموعه که آنجایی از است. qi = ۰, vi = ۰ یعن آنگاه باشد i = ۱ اگر

q̃i = ۰, q̃i = vi − ⟨q۱, ai⟩q۱ − ...− ⟨qi−۱, ai⟩qi−۱ داریم پس q۱, ... , qi−۱ ̸= ۰, qi = ۰ داریم آنگاه i ≥ ۱ اگر

vi = ⟨q۱, ai⟩q۱ + ...+ ⟨qi−۱, ai⟩qi−۱ نوشت q۱, ... , qi− ۱ های بردار از خط ترکیب ی صورت به توان م را vi بردار پس

پیش استقرا با منظور این برای نوشت. v۱, ... , vk های بردار از خط ترکیب ی صورت به توان م را qk k ≤ i هر ازای به کنیم ثابت است کاف

qi =
۱

||q̃i||
vi − ⟨q۱, ai⟩q۱ − ...− ⟨qi−۱, ai⟩qi−۱ که آوردیم دست به قبل از همچنین و qk =

q̃i
||q̃i||

که آنجایی از حال q۱ =
۱

||v۱||
v۱ پایه: میرویم.

صورت به نیز qi بردار بنابراین آید. م دست به v۱, ..., vj های بردار از خط ترکیب صورت به استقرا گام طبق قبل رابطه های qj , j < i از ی هر
ترکیب ی صورت به vi بردار پس vi = ⟨q۱, ai⟩q۱ + ... + ⟨qi−۱, ai⟩qi−۱ که داشتیم طرف از آید. م دست به v۱, ..., vi های بردار از خط ترکیب
باشند، وابسته v های بردار مجموعه اگر که کنیم ثابت باید حال اند. وابسته v های بردار مجموعه پس شود. نوشته میتواند v۱, ..., vi−۱ های بردار از خط
هستند. ناصفر q۱, ..., qk های بردار که کنیم م فرض خلف برهان از استفاده با حال کند. م تولید qi = ۰ بردار ی حداقل اشمیت گرام پروسه آنگاه
q۱ ̸= ۰ اگر پایه: میرویم. پیش استقرا از استفاده با ادعا این اثبات برای باشند. خط مستقل v۱, ..., vk های بردار باید منظور، این برای که نیم می ادعا
v۱, ..., vk−۱ های بردار استقرا گام طبق میدانیم صفر، نا های q۱, ..., qk تر کل حالت برای اند. خط مستقل v های بردار یعن v۱ ̸= ۰ داریم آنگاه
قبل از آوریم. دست به ها بردار بقیه خط ترکیب صورت به را vk بتوانیم باید باشند وابسته بخواهند v۱, ..., vk های بردار اینکه برای حال اند. خط مستقل
v۱, ..., vj های بردار از خط ترکیب ی قبل رابطه های qj از ی هر دانیم م همچنین و q̃k = vk − ⟨q۱, ai⟩q۱ − ...− ⟨qk−۱, ak⟩qk−۱ که دانستیم
از q۱, ..., qk های بردار همه پس آید. م دست به v۱, ..., vk−۱ های بردار از خط ترکیب ی صورت به نیز qk شده، گفته موارد به توجه با پس است.
بردار تا k − ۱ span از آمده دست به برداری فضای این basis زیرا باشند خط مستقل نمیتوانند qi های بردار پس آیند. م دست به span(v۱, ..., vk−۱)

است. k با برابر ها qi تعداد ول دارد

که: طوری به کنیم م تعریف T : P(R) → R۲ صورت به را T خط تبدیل باشند. حقیق اعداد ⅽ و b کنید فرض نمره) ۲۵) ۵ پرسش

Tp = (۳p(۴) + ۵p′(۶) + bp(۱)p(۲),
∫ ۲

−۱
x۳p(x)dx+ c sin(p(۰)))

.b = c = ۰ اگر تنها و اگر است خط تبدیل ی T کنید اثبات
برقرار p, q ∈ p(R) هر برای additivity خاصیت پس است خط T که آنجایی از است. b = c = ۰ آنگاه باشد خط T اگر که کنیم م اثبات ابتدا پاسخ
p(x) = π

۲ , q(x) = π
۲ ∀x ∈ R → p‘(x) = کنیم. م تعریف زیر صورت به را p, q است، برقرار توابع همه برای خاصیت این که آنجایی از است.

نویسیم: م آنها برای additivity خاصیت طبق ۰, q‘(x) = ۰∀x ∈ R

T (p+ q) = (۳(p+ q)(۴) + ۵(p+ q)‘(۶) + b(p+ q)(۱)(p+ q)(۲),
∫ ۲

−۱
x۳(p+ q)(x) dx + c sin((p+ q)(۰)))

= (۳(p(۴) + q(۴)) + ۵(p‘(۶) + q‘(۶)) + b(p(۱) + q(۱))(p(۲) + q(۲)),
∫ ۲

−۱
x۳(p(x) + q(x)) dx+ c sin(p(۰) + q(۰)))

= (۳(π
۲
+

π

۲
) + ۵(۰ + ۰) + b(

π

۲
+

π

۲
)(
π

۲
+

π

۲
),

∫ ۲

−۱
x۳(

π

۲
+

π

۲
) dx+ c sin(

π

۲
+

π

۲
))

= (۳π + π۲b,
۱۵π

۴
)

۳



Tp + Tq = (
(

۳p(۴) + ۵p
′
(۶) + bp(۱)p(۲)

)
,

∫ ۲

−۱
x۳ p(x) dx + c sin p(۰))

+ (
(

۳q(۴) + ۵q
′
(۶) + bq(۱)q(۲)

)
,

∫ ۲

−۱
x۳ q(x) dx + c sin q(۰))

= (
(

۳
( π

۲

)
+ ۵(۰)

)
+ b

( π

۲

) ( π

۲

)
,

∫ ۲

−۱
x۳

( π

۲

)
dx + c sin

( π

۲

)
)

+ (
(

۳
( π

۲

)
+ ۵(۰)

)
+ b

(π
۲

)( π

۲

)
,

∫ ۲

−۱
x۳

( π

۲

)
dx + c sin

(π
۲

)
)

=

(
۳π
۲

+
πb

۴
,
π

۲

∫ ۲

−۱
x۳ dx + c

)
+

(
۳π
۲

+
πb

۴
,
π

۲

∫ ۲

−۱
x۳ dx + c

)
= (۳π +

πb

۲
,

۱۵π
۴

+ ۲c)

باشند. برابر ر دی ی با مقدار دو این باید additivity خاصیت )طبق
۳π + π۲b,

۱۵π
۴

)
= T (p+ q) = Tp + Tq =

(
۳π +

πb

۲
,

۱۵π
۴

+ ۲c
)

میدهد: نتیجه که
[۳π + π۲b = ۳π +

πb

۲
], [

۱۵π
۴

=
۱۵π

۴
+ ۲c] → [b = c = ۰]

T : R → R۲ داریم صورت این در است. خط تبدیل ی T آنگاه باشد b = c = ۰ اگر کنیم ثابت میخواهیم حال

Tp =

(
۳p(۴) + ۵p‘(۶),

∫ ۲

−۱
x۳p(x) dx

)
کنیم. اثبات آن برای را Homogeneity و Additivity های خاصیت باید T بودن خط اثبات برای

T (p+ q) =

(
۳(p+ q)(۴) + ۵(p+ q)

′
(۶),

∫ ۲

−۱
x۳(p+ q)(x)dx

)
=

(
۳p(۴) + ۳q(۴) + ۵(p

′
(۶) + q

′
(۶)),

∫ ۲

−۱
x۳p(x)dx+

∫ ۲

−۱
x۳q(x)dx

)
=

(
۳p(۴) + ۵p

′
(۶),

∫ ۲

−۱
x۳p(x)dx

)
+

(
۳q(۴) + ۵q

′
(۶),

∫ ۲

−۱
x۳q(x)d

)
= Tp+ Tq

داریم: λ ∈ F هر برای

T (λp) =

(
۳(λp)(۴) + ۵(λp)

′
(۶),

∫ ۲

−۱
x۳(λp)(x)dx

)
= (

(
۳λp(۴) + ۵λp

′
(۶)

)
,

∫ ۲

−۱
x۳λp(x)dx)

= (λ
(

۳p(۴) + ۵λp
′
(۶)

)
, λ

∫ ۲

−۱
x۳p(x)dx)

= λ(
(

۳p(۴) + ۵λp
′
(۶)

)
, λ

∫ ۲

−۱
x۳p(x)dx)

= λTp

۴


